6.2.4 Nasobeni a déleni komplexnich cisel v goniometrickém tvaru

Piedpoklady: 6203

Pedagogicka poznamka: Tato hodina vyzaduje spiSe jeden a pul vyucovaci hodiny
Mame dvé komplexni ¢isla v algebraickém tvaru: z, =a +bi Z, =ctdi

Spocitame jejich sou¢in: z, [k, = (a +bi)(c +di) = ac + adi + bci + bdi* = ac = bd + (ad +bc)i

Jak to bude soucin vypadat v goniometrickém tvaru?
z, =7 (cos @, +ising,) z, =1, (cos @, +ising, )
7, @, =1, (cos @, +ising, ) 1, (cos g, +ising,) =

=1 [1, [cos @, cos @, +icos @, sing, +isin@, cos@, +i’sin @, sin ¢2] =

=r [ I:(cos @, cos @, —sin @, sin @, ) +i(cos @, sin @, +sin @, cos @, ):'

Vzpominka na goniometrii:

cos @, cos@, —sing, sin @, = cos(¢l +¢2)
cos @, sin @, +sin @, cos @, =sin (@, +¢,)
2,2, =1 (cos @, +isin ¢1) [z, (cos @, +isin ¢2) =rr, [cos(¢l + ¢2)+ isin(¢l + ¢2)]

Pro soucin dvou libovolnych komplexnich Cisel z; a z, v goniometrickém tvaru
plati vzorec:

22, =1 (cos @, +isin ¢1) ¥ (cos @, +isin ¢2) =rr, |:cos(¢1 +¢2)+isin(¢1 +¢2)].

v y . s 1 y e m .. I
Pi.1: Ur¢i v goniometrickém tvaru soucin z,.z, Cisel z; = V2 (cos—ﬂsm —j a

2, =32 Cosé T+i siné 7T |. Vysledek pteved’ i do algebraického tvaru.
’ 4 4

z1z2=\/§ cosl—T+isinE B\/E cos§ﬂ+isin§ﬂ =
| 4 4 4 4
=\/§Bx/§ cos £+§7T +isin E+§7T =

! 4 4 4 4

=6(cos7T+isinﬂ) =6(—1+0) =-6



Pr.2: Urci v goniometrické tvaru soucin z,.z, ¢isel:
a) z, =0,5 cosHﬂ+isinEﬂ az,=4 cosgﬂ+isingﬂ
6 6 3 3
b) z, =v6(cos310°+isin310°) a z, =+/2 (cos140° +isin140°)

B
2,2, =0,5 cosEﬂ+isin£ﬂ 4 coszﬂ+isinzﬂ =
; 6 6 3 3

i 12N .. (11_ 2 15 .. 15
v =2|cos| —m+—rr|tisin| —mT+—7T||=2| cos— T+isin— /T | =
= e g eisinl e S | =2 con i

5 ... 5 /S §
2| cos—7mr+isin—7T|=2| cos—+isin—
2 2 2 2

b)

2,2, = \/g(cos310° +isin 310°) B/E(cosl40° +isin140°) =
- =2J3[cos(310° +140°) +isin (310°+140°) ] =

=243 (cos 450° +i5in450°) = 24/3 (cos 90° +isin 90°)

Pr.3: Pfeved Cisla z =x/§(cosg+isin%[j az,= 3ﬁ(cos%ﬂ+isin%ﬂj na

algebraicky tvar a v algebraickém tvaru je vyndsob. Srovnej vysledek s vysledkem
prikladu 1.

Z, =ﬁ(cosg+isin§j:\/E(Qﬂ%j:lﬂ

2

2, =32 cos§ﬂ+isin§ﬂ =32 —£+i£ =-3+3i

; 4 4 2 2

7z, =(1+0)(-3+3i) =-3+3i-3i +3i* =6

- Stejny vysledek jako u piikladu 1.

Pr.4: Zobecni vzorec pro soucin v goniometrickém tvaru pro vétsi pocet Cinitela
(komplexni ¢isla z;z,;...;z, ). Odvod’ vzorec pro podil v goniometrickém tvaru.

' Resen{ viz. nasledujici vyklad.

Vzorec pro soucin v goniometrickém tvaru je moZné zobecnit pro veétsi pocet Ciniteld:
Pro vSechna komplexni ¢isla z, =, (cos @, +isin ¢1) A A (cos @, +isin ¢2) ,

v 2, =rn(cos¢n +isin¢n) plati:
5@, 0.0, =& 0.0, [cos(§ + @, +..+ ¢, ) +isin (g, + ¢, +..+9,) |



Pedagogicka poznamka: Odvozeni vzorce pro nasobeni nechavam vétSinou na studentech.
Vzorec pro podil pak promitdm z pocitaCe, aby vybyl ¢as na pocitani piiklada.

Jak je to s délenim?

z, =7 (cos @, +ising,) z, =1, (cos @, +ising, )

7, _ N (c0s¢1 +isin¢1) [((’cos¢2 —isin¢2) _n L[(COS¢1 +isin¢1)(cos¢2 —isin¢2)]
z, 1(cosg, +ising,) (cos@,—ising,) r cos’ @, —i’sin’ @,

Z T, L[cos @, cos @, —icos @, sin @, +isin @, cos P, —i’ sin @, sin ¢2]

L h cos’ @, +sin’ @,

Z, _h E(COS @, cos @, —icos @, sin @, +isin @, cos $, +sin @, sin g, )

non [

A . . of - .
44 Eﬁcos @, cos @, +sin @, sin @, +i(sin @, cos @, —cos @, sin ¢2)]

L h

Opét pouZijeme goniometrii:

cos @, cos @, +sin @, sin@, =cos (¢, —¢,)
sin @, cos @, —cos @, sin @, =sin (@, - ¢,)
z, _ h(cos@, +ising,)

Z_z_ r, (cos@, +ising,) :_I[COS(¢1 —¢,)+isin (4, _¢2)]

n

Pro podil dvou libovolnych komplexnich Cisel z, a z, v goniometrickém tvaru

plati vzorec: <L = ilfEssd) Cismg)

Z, I (cos @, +ising@,

)) :L:[COS(¢1 - ¢,)+isin (4, —¢2)]

I

. .. . o .y 3 ... 3
Pr.5: Ur¢i v goniometrickém tvaru podil =+ ¢&isel z, = 32 (cos— JT+isin— IT) a
&)

Z, = V2 (cosf{ +isin %Tj . Vysledek pteved’ i do algebraického tvaru.

! 3ﬁ(cos3ﬂ+isin3ﬂj
L4 _ 4 4

32 3 m... (3. m]_
E - e p _\/E CcoSs Zﬂ—z +1S8In Z]T_Z =
| % \/E(Cos4+isin4j

3 cosz+isin7—T =3(0+i)=3i
5 2 2




v . . C 12 a4 3 xs
PFf. 6: Urc¢i v goniometrickém tvaru podil = &isel:
2

2 .. 2 m_ .1
a) z, =4| cos—7mm+isin—7/T| a z, =2| cosS—T+isin— 7T
3 3 6 6

b) 7, =v/6(cos310°+isin310°) a z, =+/2(cos140° +isin140°)

4 cos%ﬂ+isin%ﬂ

L2 3 3 _4 2 11 . (2 11 _
E - = 0 1 —E COS gﬂ_g +1sin 577'_—77 =
% 2(cos6ﬂ+isin6ﬂJ

R e Craty

=2|cos| ——7T|+isin| —— =2| cos—m+isin—7T

| 6 6 6 6
iizx/g(cos310°+isin310°):£ 310° —140°) +isin (310° —140°) ] =
2 2(cos140°+isin140°) ﬁ[cos( Jisin )
- =+/3(cos170° +isin170°)

Pr.7: Preved Cisla z, = 32 (cos%ﬂ+ i sin% ﬂj az,= ﬁ(cosg+ isin ZZT) na
algebraicky tvar a v algebraickém tvaru je vydél. Vysledek srovnej s vysledkem
prikladu 5.

—3x/_(cos%n+zsm4ﬂj 3\/_( V2, £J——3+3i

2, =x/§(cosg+isingj:ﬁ(%ﬂ‘—j:lﬂ

Z —3+3id—i_—3+3i+3i—3z _6i _
Lz, I+ 1= 1+1 2
. Stejny vysledek jako u piikladu 5.

L4

1

Pr.8: Vyjadii v goniometrickém tvaru —— .
cos@ +ising

Cislo neni v goniometrickém tvaru, je ve jmenovateli zlomku = pievedeme &itatel do
+ goniometrického tvaru a pouZijeme vzorec pro déleni v goniometrickém tvaru:
1 1{cosO+isin0 . .
| —— = ( — )=1[cos(0—¢)+zsm(0—¢)]:cos(—¢)+zsm(—¢)
. cos@+ising  cos@+ising

1
Dobré na zapamatovani: ———— =cos(—¢) tisin(—
g cos@ +ising ( ¢) ( ¢)



. T s 1 1
Pr.9: Urci soucin komplexnich ¢isel: z, = 5 y 4y = )

L. 2 3 .. 3
cos— T+isin— 77 cos—/T+isin— 77
3 3 4 4

1

Z3_

5 .. 5
cos = /T+isin =77
6 6

. NemUZeme pouZit vzorec pro soucin v goniometrickém tvaru, ¢isla v ném nejsou zadand =
' pfevedeme na goniometricky tvar pomoci ptfedchoziho vzorce.

g = ! =cos —277 +isin _2
AT T 37T TS
; Cos— /T+sin— 7T

3 3

L= 3 1“ 3 =cos(—%ﬂj+isin(— ﬂj
: cos—7T+isin—71T

! 1 5 ..

A =cos —gﬂ +isin| —— 77

| _ (2)(2) (3)(3} (5)..(5}_
! 42,23 =| cos| —— 7T |tisin| —— cos| —— 7T |tism| —— cos| —— 7T |*tisin| —— =
; 3 3 )] 4 4 6 6

5 .. 5
cos —T+isin =~ 7T
6
! 2 5 .. 2 3 5
C=cos| —=m-=m-=m|+isin| = m-=m-=77|=
! 6 3 4 6

=cos| —— 7T |+isin —2 =cos —llT +isin —lﬂ =
5 4 4 4 4

: 7 LT
I =cos—7Ttisin—77
4 4

A w

|

O

Pr. 10: Zapis v goniometrickém tvaru ¢islo:

Z=(cos¢—isin¢+ ! ][ﬂcos2¢+isin2¢)

cos@ +isin g

' Nejdiiv si upravime zdvorku:

(cos¢—isin¢+ 1 j_{(cosqﬁ—isin¢)(cos¢+isin¢)+1}:

cos@ +ising - cos@ +ising

_ cos’@+icos@sing —icos@sing—i*sin>@+1) _( cos’ @ +sin’ ¢ +1
5_( cos@ +ising J_( cos@ +ising j
_ 2
_cos¢+isin¢
iDosadime:

= 2[cos (—¢) +isin (—¢):|



é Z:(Cos¢—isin¢+m][ﬂcosz¢+iSiH2¢):
= 2[cos(—¢) +isin(—¢):| [fcos2¢ +isin2¢) = 2[005(2¢ -9) +isin(2¢—¢):| =
=2(cos¢+isin¢)

P¥. 11: Vyjadfi v goniometrickém tvaru:

coszﬂ+isinzﬂ 7 7
a) 6 6 b) (1+i)(cos§ﬂ+isin§ IT)

2i
5 ... 5
cos— 7r+isin— 7T
6 6

c) \/g—i

7 LT
cos—7r+isin—71T
6 6

a
5) 21

S . . .1 . m ..
. Pfevedeme jmenovatel na goniometricky tvar: 2i = 2(cosz+zsm EJ =

' cos L r+isinl T L rr+isin Lo
i cos6 zsm6 B COS6 lSlIl6 1 7 my, .. (17 )| _
, — =—|CcoS| —/T—— |+i1sin| —/7T—— -
! 2i m .. 7 2 6 2 6 2

2 c055+zsm5

o1 4 .. 4 1 2 .. 2
. —| cos—m+isin—7T |=—| cos=T+isin=7T
D2 6 6 2 3 3

b) (1+i)(cosgﬂ+isingﬂj

| 3 3

N .- . . . V/ Y/ &

. Pfevedeme Citatel na goniometricky tvar: 1+ =2 (coszﬂsmzj =
(1+i) cosgﬂ+isingﬂ =2 cosl—T+isin7—T cosgﬂﬂ'singﬂ =
; 3 3 4 4 3 3

=2 cos(l—r+gﬂj+isin(l—r+gﬂj =x/§(cos£ﬂ+isin£ﬂj

4 3 4 3 12 12

' 5 ...°5

cos— 7T+isin—JT

EC) V3-i

' Pevedeme jmenovatel na goniometricky tvar: +/3 i = 2(C051_61 g Sinl_61 nj -




: 5_...5 5 ... 5

Ecosgﬂﬂsmgﬂ_ cosgﬂ"'lsmg” 1 5 11 . (5 11 _

; \/_ : = 1 1 —5 COS gﬂ'_gﬂ' +1s1n gﬂ'_gﬂ' =
3-i 2(cos6ﬂ+isin6ﬂj

= 0,5|:COS(—§7TJ +isin(—gﬂﬂ = O,S[COS(—H) + isin(—ﬂ)] = O,5(cos JT+isin IT)

Shrnuti: V goniometrické tvaru mtizeme komplexni ¢isla snadno ndsobit i délit.



